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Open Letter to Donald E. Knuth

Dear professor Donald Knuth,

in the preface of your book ‘Concrete Mathematics’ you asked for help in correcting mistakes. | believe
that there is indeed an error - with regard to the definition of the Bernoulli numbers, affecting for example your
formulas (6.79), (6.81) and (7.80). The basis of this is the conviction that the proper definition of the Bernoulli
numberB; should beB; = 1/2, not—1/2.

| am aware of the fact that this claim is open to immediate rejection since your definition is in accordance
with the ‘Handbook of Mathematical Functions’, which you described as the ‘definite reference for mathematical

formulas’. But please give me one second to explain. The Bernoulli function (asstgakand> 0)
B(s) = —2(2m) ® cos(sm/2)s!((s)
interpolates the Bernoulli numbefs, for all n > 0 with the exceptiom = 1. On the other hand,
;l—% —2(2m) "% cos(sm/2)s!((s)

exists and is equal td/2, so it is natural to continué(s) by B(1) := 1/2. This situation clearly demands
an explanation whyB(1) = 1/2 # Bj, and the only explanation | could come up is: “It is a bug to define
By = —1/2".

| discussed this observation on the Usenet with the newsgroup ‘de.sci.mathematik’, and in more than 100
contributions not a singlmathematicaargument in favor of3; = —1/2 was found.

Some say, however, this wouldn’t make a lot of difference, other argue that it is not a good idea to change
some convention that has been followed for a long time, because this would create confusion.

| cannot share either of these contradicting views. | believe that

» there is no place for a bug in mathematics. And there is no ‘isolated’ bug. Every bug has many children
which in their whole reduce our ability of understanding. We discussed for example the effects on the Euler

summation formula or the relation of the Bernoulli numbers to other numbers.
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» There is adefinitionof what B; is or should be, and it inot an arbitrary convention. ‘Continuation’ is
a mathematical operation, which is a standard response in a situation like the one given - and there is no reason,
why we should react in this case any other way.

» The ‘convention’ is historical and geographical not in such a wide use, as it might seem to some (espe-
cially American) mathematicians. It has not been the standard of Japanese nor European mathematicians in the
past. And nowadays? For example writers like John Conway and Richard Guy use a definition which results in
B; = 1/2 rather than-1/2 in their ‘Book of Numbers’.

» Mathematicians are trained to look at the meaning of symbols before they use them, - how else could
they understand the many important contributions to the theory of Bernoulli numbers prior to the ‘Handbook of
Mathematical Functions'? So | believe the ‘confusion’ will be small, even more as the Bernoulli ndtnler
very rare in real life.

Well, there are even more arguments, and | wrote a summary of our discussion. It is titled: “Sind die
Bernoulli Zahlen falsch definiert? Oder: Die Riemannsche Funktionalgleichung als Grundlage der Bernoulli und
Euler Funktion.” and can be downloaded as a pdf-file from http://www.dsmath.org/archiv/zahlen/BernoulliEuler.pdf.

This paper also summarizes the historical remarks made in the newsgroup, which indicate that even prior to
Bernoulli the Japanese mathematician Sansei Takekazu-Kowa Seki used the ‘Bernoulli numbers’ to calculate the
sums of mth powers witl3; = 1/2.

If you choose to reply to this open letter | beg your permission to share your comments with the newsgroup
de.sci.mathematik by reposting them there.

Thank you very much for your attention.

Regards Peter Luschny
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The Reply from Professor Donald E. Knuth

Dear Mr Luschny,

Even if | believed your argument that it is better to substituté)” B,, for B,, — in the sense that a more
of the important mathematical formulas would become simpler than would become more complicated — | find
your comment that “the ‘confusion’ would be small” to be the understatement of the century.

| believe that a proper understanding of the relation between summation and integration means that the
definite-sum off (k) over the range to b is the sum over the range= a,a + 1,...,b — 1. The main reason is
thaty>"" + >°¢ then equal$_¢.

For this and many other reasons over nearly 40 years of working rather heavily with Bernoulli numbers,
| have been convinced by the wisdom of the convention that has long been followed by the vast majority of the
major writers on mathematics and by all of the high-quality software systems (Maple, Mathematica, ...).

You seem to prefer the generating functiesi /(e* — 1) instead ofz/(e* — 1); but | can think of many
reasons to prefer the latter formula ... not least the connection with Stirling numbers in Concrete Math (7.52),
although | realize that the former function does arise in my definition of Stirling polynomials in Concrete Math
(6.50).

Consider, for example, the fact that
2/(€ = 1) = z/(e* +1) = 22/(e* - 1),

an identity with many more applications than the sole example you cite. Also notice that there are many functions
that interpolate the Bernoulli numbers at all positive integers; for example, multiply your “Bernoulli function” by
e2™s or by cos s.

But even if Guy and Conway are correct about preferring another definition ... and | have a huge admiration

for John Conway ... the amount of confusion that a change
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would produce is vast. Today’s long-standing mathematical conventions have many, many defects, and | can
think of dozens of cases where changes would improve the current situation and make it easier on all future
mathematicians — especially with respect to elliptic functions, about which there’s a marvelous book called “the
elliptic functions as they should be”. But | would never thiBk to be anywhere near as important. I'm having
enough trouble convincing people tiidt= 1 (see my Selected Papers on Discrete Mathematics, page 22).

Dijkstra correctly said that most loops should run froro n — 1, not from1 to n. That’s why the sum of
0" +1" 4+ (n—1)"
is cleaner (and more satisfying to a mature mathematician)itfian - - - + n™.

Go ahead and show this reply to whoever you want.

— Don Knuth

Date from the email header : Fri, 23 Jul 2004 14:39:28 -0700

Added by P. L.:

Concrete Mathematics, Second Edition by Ronald L. Graham, Donald E. Knuth, and Oren Patashnik (Reading, Massachusetts: Addison-
Wesley, 1994), xiii+657pp. ISBN 0-201-55802-5

Conway, John H.; Guy, Richard K. The Book of Numbers. Springer-Verlag New York, 1996. ISBN: 038797993X

Eagle, A. The Elliptic Functions as They Should Be: An Account, with Applications, of the Functions in a New Canonical Form. Cam-
bridge, England: Galloway and Porter, 1958.

Selected Papers on Discrete Mathematics by Donald E. Knuth (Stanford, California: Center for the Study of Language and Information,
2003), xvi+812pp. (CSLI Lecture Notes, no. 106.), ISBN 1575862492 (cloth), 1575862484 (paperback).




BUT NO, NO, TEN THOUSAND TIMES NO!

Dear Professor Knuth,

vielen Dank, dass Sie sich die Zeit genommen haben, auf meinen Brief
zu antworten.

You seem to prefer the generating function ze?/(e* — 1) instead of
z/(e* —1);

Ja und Nein. Mein priméres Anliegen ist es, eine inhaltliche Definiti-
on der Bernoulli-Zahlen zu finden. Eine Definition, die, wenn es sein
muf3, auch tiber das von Bernoulli selber gegeben paradigmatische An-
wendungsbeispiel hinausgeht (was nach den mittlerweile verflossenenen
fast 300 Jahren nicht unbescheiden erscheinen kann). Dann erst mochte
ich mich der Frage von Darstellungen zuwenden. Und eine erzeugende
Funktion ist nur eine formale Darstellung, die in erster Linie der leichten
rechnerischen Manipulation dieser Zahlen dient, aber stets ihrem Inhalt
untergeordnet zu bleiben hat und sich nie in den Rang einer Definiton
(auBSer in Lehrbiichern fiir Ingenieure) aufschwingen darf.

So gesehen wége ich nicht zwei verschiedene erzeugende Funktionen
gegneinander ab, sondern bestimme diejenige, welche nach meinem Ver-
standnis die Bernoulli-Zahlen darstellt, und das ist in der Tat ze#/(e* —1)

BERNOULLI-ZAHLEN UND STIRLING-POLYNOME.

... but I can think of many reasons to prefer the latter formula ...
not least the connection with Stirling numbers in Concrete Math
(7.52), although I realize that the former function does arise in my
definition of Stirling polynomials in Concrete Math (6.50).

Mit Verlaub, im Gegenteil. Denn sei B*(z) = z/(1 —e™*) die linke
Seite von CMath (2.Auflage, 7.52) fiir m = 1. Wie Sie bei Formel (7.59)
erkliaren, muss die rechte Seite dieser Formel in diesem Fall aber anders
interpretiert werden, namlich tiber die Stirling Polynome oy (x) in CMath





(6.45). Wir erhalten dann

B*(z) = > on(1)z".
n=0

Nun ist aber
nlon(1) =Bn(1) (n=0) (0.1)

Dies ist richtig fiir n = 0, weil op(x) = 1/x und richtig fir n = 1,
weil 01 (x) = 1/2. Betrachtet man nun CMath Exercise 6.18 (‘Prove that the
Stirling polynomials satisfy..”)

(x+Don(x+1) = (x =njon(x) +xon_1(x), (0.2)

und setzt x = 0, so erhidlt man 0, (1) = —mnon (0). Wahlt man n = 1, dann
folgt ungliicklicherweise 1/2 = —1/2.
Aber die Formel (0.1) ist richtig fiir n > 1, also ist

on(1) = —non(0) (m>1)
= (=" B“('O) (6.101)
n:
= B"(,” (9.75)
n.

Mit (0.1) erhalten wir so

Wenn man also B, = By (1) setzt, ist B*(z)™ fiir m = 1 die direkte
Beziehung zwischen den Stirling-Polynomen und den Bernoulli-Zahlen,
was sie ja andernfalls {iber die Formeln CMath (7.44) und CMath (7.52)
nicht ist! Zusammengefasst:

Wiihlt man die Definition By = 1/2 statt By = —1/2, so kann man statt

eZi ] in Formel CMath (7.44)

ﬁ in Formel CMath (7.52) (0.3)
ze* .

o in Formel CMath (6.50)

in allen drei Fillen B*(z) schreiben, und damit den Zusammenhang zwischen
den Bernoulli Zahlen und den Stirlingschen Polynomen klarer und einfacher
zum Ausdruck bringen.





Interessant finde ich auch den direkten Vergleich von (0.1) mit CMath
(6.101). Dabei fiige ich hier die Nebenbedingung n > 0 noch hinzu, denn
op(x) = 1/x, aber die Bernoulli-Zahlen sind fiir n > 0 definiert. Wir
haben dann

—n!non (0) = By (0) (n>0) (0.4)

Diese Formel ist in der 2. Auflage schon wesentlich verbessert worden ge-

geniiber der 1. Auflage, was ich nur erwihne, weil es die subtilen Schwie-

rigkeiten illustriert, in die man mit der ‘falschen’ Definition hineingerit.
Formel (0.4) steht das einfachere und allgemeinere

nlon(1) = Bn (1) (n>0), (0.5)

gegentiber. Sowohl die Formeln (0.3) wie dieses Beispiel zeigen, warum
ich meine, dass die Definition By, = By (1) zu einfacheren Zusammen-
hiangen und Formeln fiithrt als By, = B (0).

DIE BERNOULLI-FUNKTION.

Formel (0.1) leitet tiber zur Bernoulli-Funktion B(s).

B(s) = —2(27)"® cos(s7mt/2)s!{(s)

14 \
\\
1.2 \
\
\
\
1
\\
0.8 \
\
\\
0.6 \
0.4
0.2
o
o] B ,/r/""/774;77"""——»,,,,k,//’/
-0.2
0 2 4 6 8 10 12

s

Abbildung 1 — Die Bernoulli-Funktion B (s)





...notice that there are many functions that interpolate the Ber-
noulli numbers at all positive integers; for example, multiply your
, Bernoulli function” by e*™S or by cos Tts.

Nun, wenn wir B(s) cos(7ts) betrachten wiirden, bekdmen wir ein paar
nichtssagende Oszillationen mehr und die —1/2 wéare im Punkt 1 dann
tatsdchlich getroffen. Aber um Himmels Willen, unsere Definition ist
nicht willkiirlich gewédhlt! Der Wert der Definition liegt in dem Zusam-
menhang mit der riemannschen Funktionalgleichung. In der Tat ist sie
fast identisch mit deren rechter Seite!

(1 —s) = —2(2m) % cos(sm/2)T(s){(s) (0.6)
Mit ihr erhalten wir die Darstellung
B(s) =—s¢(1—s5s). (0.7)

Wir fiihren hier also nur eine Bezeichnung ein, die uns hilft, die rie-
mannsche Funktionalgleichung im Kontext der Bernoulli-Zahlen poin-
tierter zu behandeln. Dabei soll aber die Funktionalgleichung natiirlich unver-
dndert gewahrt bleiben. Dieses Vorgehen ldsst sich auch zu der anerkannten
Darstellung der Bernoulli-Polynome durch die Hurwitz-Zetafunktion fort-
fiihren.

Bnyi(a)

>
n+1 (n>0)

((—m,a) =—

Zu finden beispielsweise bei T. Apostol, Introduction to Analytic Number
Theory, Theorem 12.13. Aus dieser folgt mit a = 1 (Apostol, Theorem
12.16)

¢(1—m)=-Bu(l)/n
=-—-nlon(1)/n (mit (0.1))
=—TMm)on(1)

Damit ist die Bernoulli-Funktion aber genau die konfluente Fortsetzung
von

Bn(1) =-—m(1—m),

und deshalb macht B;, = B(n) als Definition einen Sinn, nachdem man
B(s) eingefiihrt hat. Es ist dies eine Definition, welche die Dinge einfach
hilt und auch By = 1/2 erklért. Denn fiir n = 1 ist es natiirlich, unter
By =limy_,1 B(t) = 1/2 zu verstehen.





Betrachten wir dazu auch folgende wunderschéne Formel

(2m1)SB(s)

o = —2cos(sm/2){(s), (0.8)

die fiir alle komplexen Zahlen mit Ausnahme von {0, 1} gilt! Setzt man hier
mit B(1) = 1/2 fort, so erhilt man 7t = 7, setzt man aber mit B(1) = —1/2
fort, so erhilt man —mt = 7.

BERNOULLI-FUNKTION UND RIEMANNSCHE FUNKTIONALGLEICHUNG

Vergleicht man (0.8) mit CMath (6.89), einer Formel von Euler, die Sie als
eine almost miraculous closed form for infinitely many infinite sums bezeichen,

(2m)SB(s)

S =20t (>0, ©9)

so erkennt man, dass (0.9) ja nichts anderes ist als die Vorlduferin von
(0.8), die wiederum nichts anderes ist als die riemannsche Funktional-
gleichung (0.6)! (Ist es abwegig zu spekulieren, dass Riemann beim Be-
trachten von Eulers (0.9) auf (0.8) kam?)

Und dieser Hohepunkt der Mathematik, und ihrer Geschichte, soll mit

einem —mt = 71 kompromittiert werden, indem man By = —1/2 setzt?

BRAUCHEN WIR EINE KONVENTION?

For this and many other reasons over nearly 40 years of working
rather heavily with Bernoulli numbers, I have been convinced by
the wisdom of the convention that has long been followed by the
vast majority of the major writers on mathematics

Ich respektiere die Weisheit fritherer Generationen sehr. Und ich weifs
auch, dass Sie dies tun. Und doch haben auch Sie keinen Moment ge-
zogert, eine Notation oder eine Definition zu dndern, wenn Sie zu der
Auffassung gelangten, dies wiirde unserem Verstindnis der Mathema-
tik dienen, wie man dies zum Beispiel eindrucksvoll in Threr Arbeit Two
Notes on Notation nachlesen kann.

Aber meine Erwiderung an dieser Stelle ist: Es ist tiberhaupt keine
Konvention notwendig! Diese Frage 1af3t sich einfach und klar allein auf
Grundlage mathematischen Verstandnises entscheiden!





THE BERNOULLI-BUG BITES ALL THE TIME, EVERYWHERE.

... and by all of the high-quality software systems (Maple, Mathe-
matica, ...).

Mathematica (5.0) antwortet auf die Frage nach B(1) (BernoulliB[1,1])
mit ‘—1/2’. Sozusagen der Bernoulli-Bug im Bernoulli-Bug? Doch, doch,
er beifit uns alle, immer und {iberall, der Bernoulli-Bug. ;-) (Nachtrag
2008: Der Bug wurde in neueren Versionen mittlerweile ausgeraumt, wie
mir die Entwickler von Mathematica geschrieben haben, nachdem ich in
Newsgroups dartiiber berichtet hatte.)

DIE RICHTIGE INDIZIERUNG DER SUMME.

Dijkstra correctly said that most loops should run from o to n - 1,
not from 1 to n. That’s why the sum of

oM +1m 4. (n—1"m

is cleaner (and more satisfying to a mature mathematician) than
T4 n™,

Aber bitte, eine solche Darstellung ist mit By = —1/2 ebenso moglich
wie mit By =1/2:
1

n—1
kgok = ﬁ(Bm—l (M) =Bm-1(0)),

n—1 1

KM= (Byoi(n) = (=)™ By (1))

K=0 m—1

Im HMF (Handbook of Mathematical Functions) wird die Summe in For-

mel (23.1.4) nicht in der von Thnen favorisierten Form angegeben, ge-
nauso wenig wie in einer Vorschau der digitalen Neufassung DLMF
(http: /dlmf.nist.gov) in Formeln (BP.4.7) und (BP.4.8). Dass Karl Dilcher
die Chance einer Verbesserung bei dieser Neufassung wohl nicht nutzten
wird mag man bedauern.

VON WEM STAMMT DIE ANDERUNG?

... the amount of confusion that a change would produce is vast.





Als erstes denke ich, sollten wir festhalten, dass die beiden Erfinder
der Bernoulli-Zahlen, Takakazu Kowa Seki und Jacob Bernoulli, B; als
1/2 verwendet haben. Und dass sich frithere Mathematiker wie Francois
de Viete oder Leonhard Euler selbstverstiandlich in ihrem Werk auf diese
Zahlen beziehen. Das heifst, hier wurde bereits eine Verdnderung vorge-
nommen, und insbesondere durch das HMF popularisiert. Den Grund
fiir diese Verdanderung hat mir noch niemand nennen kénnen.

Trotzdem, ein Blick in die Geschichte der Bernoulli-Zahlen ldsst mich
die Dinge nicht pessimistisch sehen. Schliefllich hat es lange Zeit ge-
braucht, bis der Begriff der Bernoulli-Polynome ihre heutige Form ge-
funden hat, und viele der frithen wichtigen Autoren zu diesem Thema
hatten wahrend der Phase der Einfithrung der Bernoulli-Polynome von
einander abweichende Definitionen und Notationen. Mais c’est normal.

Todays long-standing mathematical conventions have many, many
defects, and I can think of dozens of cases where changes would
improve the current situation and make it easier on all future ma-
thematicians.

Dann sollten wir dies auch tun! Und natiirlich tun die Mathematiker
es auch, und werden ja deshalb manchmal Revisionisten genannt. Aber
dieses constant refactoring, wie es die Informatiker nennen, sollten wir
mit Freuden und ohne schlechtes Gewissen tun.

But I would never think By to be anywhere near as important.

Ok, but a horse is a horse and a bug is a bug. Und warum sollten wir
einen Fehler nicht korrigieren, nachdem wir ihn erkannt haben? Sind
Sie nicht selber bereit 2,56 $ selbst fiir typographische Fehler in CMath
zu zahlen? Und wir haben auch mit dem broken windows syndrom zu
kdampfen: haben sich Fehler ersteinmal eingeschlichen, so werden sie sich
auf dieser Grundlage auch vermehren! Meine Auffassung ist, dass es in
der Mathematik keine isolierten Fehler gibt. Jeder Bug schrankt unsere
Fahigkeit ein, die Zusammenhange zu verstehen. Er bedeutet auch, dass
viel Arbeit von den Mathematikern investiert werden muss, die Méangel
zu umschiffen — Anstrengung und Zeit, die zu kreativerem Nachdenken
genutzt werden konnte. Und wenn meine obigen Bemerkungen zu der
Darstellung des Verhaltnis von Stirling-Polynomen zu Bernoulli-Zahlen
in Cmath richtig sein sollten, dann haben wir hier ein schénes Beispiel
daftr.





KONFUSION? ODER KLARUNG?

I find your comment that “the ‘confusion” would be small”the un-
derstatement of the century.

Es ist noch ein bisschen zu friih in diesem Jahrhundert, um entschei-
den zu kénnen, wie grofS dieses Kompliment wirklich ist. ;-))

Ich sehe die Dinge andersherum: Die confusion ist schon da. Der Kon-
vention By = —1/2 wird ja keineswegs einheitlich gefolgt. Das reicht
von dem populdren Buch von Conway und Guy The book of numbers bis
zu dem viel benutzten und geschitzten Lehrbuch von Jiirgen Neukirch,
Algebraische Zahlentheorie.

Und Jean-Pierre Serre, der erste Abel-Preis Gewinner, wie soll man da-
mit umgehen, dass er sich nicht an die HMF-Konvention hilt, in seinem
Buch A Course in Arithmetic, das als breathtaking rezensiert wurde und
auf den Empfehlungslisten vieler Universitdten steht? Soll es nicht mehr
empfohlen werden, weil Serres Art und Weise die Bernoulli-Zahlen zu
definieren einen einfachen Mathematiker wie mich nur verwirren kénn-
te? (Serre umgeht tibrigens unser Problem, indem er By, = [B,| (n > 1)
setzt, By =1/6,B, =1/30,....)

Nein! Mit den Risiken von Konventionen (par abuse de language) und
Notationen leben zu lernen gehort zu der Berufsausbildung eines jeden
Mathematikers. Und wer als Bergsteiger in eine steile Wand einsteigt,
muss sich in jedem Moment der damit verbundenen Gefahren bewusst
sein.

So gesehen ist die Frage nicht: Wie vermeide ich hier die ‘confusion’?
sondern eher Wie gehe ich mit der ,confusion” richtig um?. Und natirlich
wird ein Mathematiker, der sich diese Frage stellt, zuerst versuchen, ein
mathematisches Argument zu finden, das die Frage By = 1/2 oder —1/2
klirt, und nur wenn er keines finden sollte, es zu einer Sache der Kon-
vention erkldren und bereit sein, einem gruppenpsychologischen Argument
die Entscheidung zu tiberlassen.

DIE KONFUSION IST BEREITS IM HINDUKUSCH!

Man sollte nicht den beliebten Fehler machen, den Kiinder einer schlech-
ten Nachricht fiir die Nachricht verantwortlich zu machen. Die Konfusi-
on ist da, und dies habe ich nicht allein bemerkt. Wer auf eine Konfusion
aufmerksam macht, méchte in aller Regel das Gegenteil: eine Klarung.





So lese ich etwa in einer interessanten Arbeit von H. Gopalkrishna
Gadiyar und R. Padma A Comment on Matiyasevich’s Identity ¥0102 with
Bernoulli Numbers, aus dem Jahr 2006:

There is a lot of confusion in the literature regarding Riemann zeta
functions, Bernoulli numbers and their representations.

Die Dinge haben sich in den letzten Jahren entwickelt, und ich sehe
oft, dass die indischen und chinesischen Mathematiker haufig und ganz
selbstverstandlich mit By = 1/2 arbeiten. Das HMF wird offenbar nicht
tiberall als eine Bibel angesehen. Und das ist auch gut so. Die Zeit ist reif
fir eine Kldrung.

EIN ZITAT VON JURGEN NEUKIRCH.

Ein Zitat mochte ich noch anfiihren aus dem Lehrbuch von Jiirgen Neu-
kirch Algebraische Zahlentheorie. Er definiert die Bernoulli-Zahlen tiber die
Reihenentwicklung von

tet

Ft) = et —1

und schreibt (S. 447f):

[Die Bernoulli-Zahlen] erhalten durch ihre Beziehung zur Zeta-
funktion eine besonders wichtige arithmetische Bedeutung. Die ers-
ten Bernoullischen Zahlen lauten

1

1 1
BO:]/B1:E/BZZ 183:0184:_5185:018625‘

| =

Allgemein gilt By, 41 = 0 fiir v > 1 wegen F(—t) = F(t) —t.
In der klassischen Literatur wird meist die Funktion t/(et — 1)
zur Definition der Bernoulli-Zahlen hergenommen. Wegen F(t) =
t/(et — 1) 4+t erfahren sie dabei keine Verinderung bis auf By,
wo —1/2 anstelle von 1/2 tritt. Die obige Definition ist aber die
natiirlichere und weitertragende.





VON STAUDT! CLAUSEN! ZUR HULF!

Angenommen, jemand legt Thnen folgende kleine Sequenz vor

@=1-7-3
11
M=1777375
w1111
6 2 3 7

und bittet Sie, einen Vorschlag zu machen, spontan und intuitiv, fiir den
Wert von «1. Was wiirden Sie sagen? —1/2? Wie bitte? Glaub ich nicht!

Mir erscheint die Antwort eindeutig. Und umgekehrt haben schon die
beiden Grofimeister der Bernoulli-Zahlen von Staudt und Clausen in ih-
ren Sitzen (da unabhédngig voneinander) aus dem Jahr 1840 die Frage
beantwortet, was man unter den «;, verstehen kann. ..

Die Bernoulli-Zahlen sind die Kinder der Zetafunktion ...

BUT NO, NO, TEN THOUSAND TIMES No!

Dies war Thre Antwort in Two Notes on Notation auf die Ansicht, man
sollte 0° undefiniert lassen. Und es ist meine Antwort auf die Ansicht,
man solle By bei —1/2 belassen.

Ich bin tiberzeugt, dass auf lange Sicht der nattirliche Zusammenhang
mit der Riemannschen Zetafunktion die inhaltlich unbegriindbare Set-
zung By = —1/2 auf den Scheiterhaufen stellen wird.

Lieber Herr Professor Knuth, ich danke Ihnen sehr herzlich fiir Thre
Antwort. Ich mochte Sie noch davon in Kenntnis setzen, dass ich Thre
Antwort, wie angekiindigt, in der Newsgruppe de.sci.mathematik verof-
fentlicht habe. Was fiir mich leider in einem SpiefSrutenlauf von Vor-
wiirfen endete, Thnen mit einer solch trivialen Frage die Zeit zu rauben.
Trotzdem, aus diesem Grund schicke ich Ihnen diese Antwort nicht zu,
sondern lasse sie als Entwurf im luftleeren Raum des Internet stehen.

Mit freundlichen GriifSen,
Peter Luschny
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HEAR US, O MATHEMATICIANS OF THE WORLD! (')

1

Schmeift das Kapitel 23 im Handbook of Mathematical Functions ruhigen
Gewissens weg und wenn demnéchst Karl Dilcher in der Digital Library
of Mathematical Functions (DLMF), diese ungliickliche Tradition fortsetzen
sollte, schreibt ihm eine Email und protestiert dagegen!

Nein, die mathematische Community darf den Autoritdten und nor-
mierenden Behorden diesen Unsinn, B; = —1/2 zu setzen, nicht durch-
gehen lassen. Und, ja, 7t ist nicht 3, auch wenn dies im Gesetz so steht

LET US NOT WAIT LONGER!

1 Auch diese Zwischentitel stammen von Knuth. CMath (4.5).
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